
（微分積分学 I，まとめ 3, 2001 前期）

微分積分学 I まとめ 3 （導関数の応用，平均値の定理）

1 不定形の極限 | ロピタルの定理

f , g を a の近くで微分可能な関数で，x 6= a では g(x) 6= 0, g0(x) 6= 0 とする．

0=0 の形の不定形の極限について，次の定理が成り立つ．

定理 1 f(x) ! 0 (x ! a), g(x) ! 0 (x ! a), lim
x!a

f 0(x)

g0(x)
= A とすると，

lim
x!a

f(x)

g(x)
= A.

この定理は，A = �1 に対しても成立し，x! a+ 0, x! a� 0, x! �1 におけ
る極限に関しても同様である．また，1=1 の形の不定形の極限についても，同様
の定理が成立し，これらを総称して，（ド・）ロピタルの定理という．

例 2 lim
x!1

log x

x
は，1=1の形の不定形である．分母・分子を微分すると，lim

x!1

1=x

1
=

lim
x!1

1

x
= 0 なので，ロピタルの定理により lim

x!1

log x

x
= 0. これを簡潔に

lim
x!1

log x

x
dx = lim

x!1

1=x

1
= 0

と書く1．

� 0 � 1 の形の不定形は，変形して分数形にすると，0=0 または 1=1 の形に

なる．

例 3 lim
x!�1

xex = lim
x!�1

x

e�x
. これは1=1 の形なので，ロピタルの定理により，

[余式]= lim
x!�1

1

�e�x = 0.

� 00, 11, 10 などの不定形は，log を取ることで，上でやった形（0=0, 1=1,

0�1）にできる．

例 4 lim
x!+0

xx. y = xx とおく．log y = x logx. これは，x! +0のとき 0�1の

不定形．log y =
logx

1=x
と見ると，x! +0のとき1=1の形なので，ロピタルの定理

により， lim
x!+0

log y = lim
x!+0

1=x

�1=x2
= lim

x!+0
(�x) = 0. ゆえに， lim

x!+0
y = lim

x!+0
elog y =

1.

1厳密には，２つ目の = が分かって初めて，１つ目の = が成立することに注意．
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2 基本用語の定義

y = f(x) を，区間 I で定義された関数とする．

1. f が I で（単調）

8<
:
増加

減少

9=
;とは，\I 3 x1; x2; x1 < x2なら必ず f(x1)

8<
:

<

>

9=
; f(x2)

となること"である．

2. f が I で

8<
:
下に凸

上に凸

9=
;とは，\I 3 x1; x2; x1 < x2 なら必ず

f(x)

8<
:

<

>

9=
; f(x1) +

f(x2)� f(x1)

x2 � x1

(x1 < x < x2)

となること"である．これは，\x1 と x2 の間では，両端を結ぶ直線より曲線

のグラフの方が

8<
:
下

上

9=
;にある" ということを意味している．直感的には，グ

ラフが

8<
:
下に

上に

9=
;ふくらんでいるということである．

3. f が x = x0 において

8<
:
極大

極小

9=
;になるとは，\x = x0 の近くに限ると，x =

x0 で

8<
:
最大

最小

9=
;となる"ことである．このとき，関数値 f(x0)を

8<
:
極大値

極小値

9=
;

という．極大値・極小値を合わせて，極値という．

4. 点 (x0; f(x0)) の左右で凹凸が変化する2とき，この点を変曲点という．

5. f の導関数 f 0 の導関数 f 00 := (f 0)0 を f の第 2 次導関数と呼ぶ．

3 導関数による判定|増減・凹凸表

f の増減・凹凸は，f 0 や f 00 の符号を調べることで，次のように分かる．

定理 5 (1) 区間 I 上 f 0(x) > 0 ならば，f は I で単調増加．I 上 f 0(x) < 0 なら

ば，f は I で単調減少．

2上に凸から下に凸へ，又は，下に凸から上に凸へ，のどちらでもよい．
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(2) I 上 f 00(x) > 0 ならば，f は I で下に凸．I 上 f 00(x) < 0 ならば，f は I で上

に凸．

(2) において，I上 f 00(x) > 0 とすると (1) により f 0(x) が I 上単調増加である．こ

れから，f(x) が下に凸であることが出る．

f の増減・凹凸を直接調べるより，f 0 や f 00 の符号を調べる方が簡単な場合が多

い．実際には，次のような増減・凹凸表を書く．

例 6 y = e�x
2

を考える．y0 = �2xe�x
2

, y00 = 2(2x2 � 1)e�x
2

なので，y0, y00 は

x = 0, x = �1=
p
2 で符号が変わる．従って，limx!�1 y = 0 も考慮すると，次の表

のようにまとめられる3．

x �1 � � � �1=
p
2 � � � 0 � � � 1=

p
2 � � � 1

y0 + + + 0 � � �
y00 + 0 � � � 0 +

y 0 [ % 変曲点

e�1=2
\ % 極大

1
\ & 変曲点

e�1=2
[ & 0

このような表を増減（・凹凸）表と呼ぶ．凹凸が必要ない場合は，y00 や凹凸は書か

なくて良い．このような増減・凹凸表が書ければ，要を押さえたグラフの概形も書

ける．

例 7 y = x2 log x (x > 0) を考える．y0 = x(2 logx + 1), y00 = 2 logx + 3 である．

y0 = 0 となるのは，logx = �1=2 すなわち x = e�1=2 である．また，y00 = 0 となる

のは，log x = �3=2 すなわち x = e�3=2 である4．従って，limx!+0 y = 0 (ロピタル

の定理で分かる), limx!+0 y
0 = 0 (これもロピタルの定理で分かる), limx!1 y = 1

も考慮すると，次の表のようにまとめられる5．

x 0 � � � e�3=2 � � � e�1=2 � � � 1
y0 0 � � � 0 +

y00 � 0 + + +

y 0 \ & 変曲点

�(3=2)e�3
[ & 極小

�(1=2)e�1
[ % 1

3 [ % などの記号は，実際には，上下に曲がった矢印にするのが普通である．
4上の例で述べたように，重要なのは符号であるが，符号の変わり目では一般に 0 になるので，0

になるところをまず調べるとよい．
5
y

0, y00 の符号は，これらの式 x(2 logx+ 1), 2 logx+ 3 から求めるのである．
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このように，グラフの概形を書くために，場合によっては limx!�1 y0 や y = 0 と

なる x（x切片という），x = 0 における値（y切片）なども調べた方がよい．

4 平均値の定理

上で見た定理などは，すべて，f 0, f 00 など導関数の情報から，元の関数 f の情報

を引き出すという議論である．このような議論の基礎となるのが，平均値の定理で

ある．

まず，出発点となるのは，次の定理である．

定理 8 （ロルの定理） f(x) は [a; b] で連続で，(a; b) で微分可能とする．f(a) =

f(b) ならば，f 0(c) = 0 となる c 2 (a; b) が必ず存在する．

これは，図を描くと直感的には明らかであるが，厳密な証明は簡単ではない．

このロルの定理により，次の定理が示せる．

定理 9 （コーシーの平均値の定理） f(x), g(x) はともに [a; b] で連続で，(a; b) で

微分可能とし，さらに，(a; b)上で g0(x) 6= 0 とする．

(1) g(a) 6= g(b). （これはロルの定理そのものと言ってよい．）

(2)
f(b)� f(a)

g(b)� g(a)
=

f 0(c)

g0(c)
となる c 2 (a; b) が必ず存在する．

これは，
f(b)� f(a)

g(b)� g(a)
=: k とおき，F (x) := f(x)� kg(x) に対してロルの定理を使

うと証明できる．

ここで，g(x) = x だけを考えると，普通の平均値の定理が出る．

定理 10 （平均値の定理） f(x) は [a; b] で連続で，(a; b) で微分可能とする．こ

のとき
f(b)� f(a)

b� a
= f 0(c) となる c 2 (a; b) が必ず存在する．

上で述べた定理 1 や定理 5は，これら（コーシーの）平均値の定理を使うと証明

できる．

以上
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