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1 定義と基本性質

i2 = −1 となる数 i を考え，２つの実数 a, b に対して，z = a + bi の形をした数を複素

数という∗)．i を虚数単位と呼ぶ†)．a を z の実部，b を虚部と呼び，a = Re z, b = Im z

と書く．また，a + 0i は a と同一視する．すなわち，虚部が 0 の複素数が実数である．

0 + bi = bi の形の複素数を純虚数という．

複素数の間の計算は，i を文字と考えた時と同様に行い，適宜 i2 = −1 を使う．

a + bi = c + di ⇐⇒ a = c, b = d. (1.1)

(a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + (b ± d)i. (1.2)

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = (ac − bd) + (ad + bc)i. (1.3)

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

(ac + bd) + (bc − ad)i

c2 + d2
=

ac + bd

c2 + d2
+

bc − ad

c2 + d2
i. (1.4)

複素数の間の四則計算は，実数と同様，交換法則，結合法則，分配法則を満たす．

z1 + z2 = z2 + z1, z1z2 = z2z1, (1.5)

(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3), (z1z2)z3 = z1(z2z3), (1.6)

(z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3. (1.7)

複素数 z = a + bi (a, bは実数) に対して，z = a + bi := a − bi を共役複素数という．

|z| = |a + bi| :=
√

a2 + b2 を z の絶対値と呼ぶ．zz = |z|2 に注意．

2 複素（数）平面と極形式

複素数 z = a + bi (a, bは実数) と‡)平面上の点 (a, b) を対応させると，複素数全体が

平面で表される．これを複素（数）平面またはガウス平面という．横軸は実部を表すので

実軸といい，縦軸は虚軸という．複素平面においては，z の共役複素数 z は，実軸に関し

て対称な位置にある．|z| は原点 0 と z との距離である．z1 ± z2 は，ベクトルの和・差

と同じで，
−−−−−−→
0(z1 ± z2) =

−→
0z1 ± −→

0z2 である．積や商も，複素平面上ではっきりした意味を

持っている．その説明の前に，極形式を説明しておこう．

複素数 z = a + bi に対して，線分 0z を 0 の周りの動径と考え，実軸の正の部分から

測った角度を θ とすると，a = r cos θ, b = r sin θ である (r = |z|)ので，

z = r(cos θ + i sin θ) (2.1)

∗) 厳密に言うと，「そんな iを考えていいのか」，「a + biの形をした “数”とは何か」などいろいろ問題があ
るが，ここでは高校流の説明をしておく．もちろん論理的に厳密な理論展開も可能である． †) 電気関係で

は，虚数単位を j と書くことが多い． ‡) 今後「a, bは実数」という断りはいちいち書かない．ただし，本
当は明記すべきことである．
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と書ける．これを z の極形式という．θ を偏角といい，θ = arg z と書くが，偏角は１つ

には決まらず，2πの整数倍の不定性がある．例えば，arg i =
π

2
+ 2nπ (nは整数)．

定理 1

(cos θ1 + i sin θ1)(cos θ2 + i sin θ2) = cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2), (2.2)

cos θ1 + i sin θ1

cos θ2 + i sin θ2
= cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2). (2.3)

（加法定理を使って計算すればよい§)．）

これは一種の指数法則の形をしているので，

eiθ := cos θ + i sin θ, ea+bi := ea(cos b + i sin b) (2.4)

と定める¶)．この書き方を使うと，上の定理の等式 (2.2), (2.3) は，eiθ1eiθ2 = ei(θ1+θ2),
eiθ1

eiθ2
= ei(θ1−θ2) となり，まさに指数法則である．極形式は，z = reiθ と表せる．

z1 = r1e
iθ1, z2 = r2e

iθ2 と極形式で表すと，z1z2 = (r1r2)e
i(θ1+θ2),

z1

z2

=
r1

r2

ei(θ1−θ2) とな

るので，

|z1z2| = |z1| · |z2|, arg(z1z2) = arg z1 + arg z2, (2.5)∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2| , arg(

z1

z2
) = arg z1 − arg z2 (2.6)

となる．つまり，掛け算，割り算は，複素平面上の伸縮と回転で説明できるのである．

3 複素数値関数

１年のときの微積分では，関数は実数の値をとるもののみを考えたが，複素数の値を持つ

関数を考えることもできる．すなわち，y = eix = cos x+i sin xのように，定義域 I 内の実数

xに対して複素数 y = f(x)が定まっているということである‖)．y = f(x) = fr(x)+ ifi(x)

と実部と虚部に分ければ，今まで扱っていた実数値関数を２ついっしょに考えていること

になる．微分や積分も実部・虚部に分けて考えればよい．

y′ = f ′(x) = f ′
r(x) + if ′

i(x),

∫
f(x) dx =

∫
fr(x) dx + i

∫
fi(x) dx. (3.1)

複素数 k = a + bi に対して，

y = ekx = eax+ibx = eax(cos bx + i sin bx) (3.2)

なる関数（複素指数関数）を考えることができる．このとき，実数の場合と同じく，

y′ = kekx (= ky) (3.3)

が成立する．特に，(eix)′ = ieix.

以上．

§) １つ目の等式は，sin, cos の加法定理そのものである ¶) 1つ目の等式をオイラーの等式という．複素

数の世界では，指数関数と三角関数は統合されるのである． ‖) ここでは，独立変数 x は実数のみを考え
ている．
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