
応用解析 まとめ 1 （金曜２限 (2L)，萬代担当, 2002後期）

微分するという操作を，もっと簡単な操作（例えば掛け算）に “うつす”方法がい

くつかあるが，ラプラス変換もその１つである．定数係数常微分方程式（非同次）

を解くのに，よく使われる．

• F (s) :=

∫ ∞

0

e−stf(t) dt = lim
T→∞

∫ T

0

e−stf(t) dt を f(t) (t � 0) のラプラ

ス変換（像）(Laplace transform)という1．f(t) → F (s) なる写像をラプラ

ス変換(Laplace transformation) と呼び，L と書く2．F (s) = L (f)(s) =

L (f(t))(s).

L (f)(s) = F (s)を決めると逆に f(t)が決まる3．写像L (f)(s) = F (s) → f(t)

をラプラス逆変換といい，L −1 と書く．

例：L (1)(s) =
1

s
(s > 0), L (eat)(s) =

1

s − a
(s > a). L (t2) は存在しない．

• なぜラプラス変換が重要か？
F (s) が存在し，f(t)e−st → 0 (t → ∞) となる s に対して，

L (f ′)(s) = sF (s) − f(+0)

ただし，f(+0) = limt→+0 f(t)： t = 0 での右からの極限．（この公式について

は後で詳述．）

• 線形性： L (af(t) + bg(t))(s) = aF (s) + bG(s)．

• L (eiωt)(s) =
1

s − iω
=

s

s2 + ω2
+

ω

s2 + ω2
i (s > 0).

L (cos ωt)(s) =
s

s2 + ω2
, L (sin ωt)(s) =

ω

s2 + ω2
(s > 0).

⇒ TEXT p.4 の表 1.1 参照．

（注） ガンマ関数 Γ(a) について：

Γ(a) :=

∫ ∞

0

xa−1ex dx (a > 0)，Γ(a+1) = aΓ(a), Γ(n+1) = n!, Γ(1/2) =
√

π.

• 微分が簡単になることを利用して例えば次のように微分方程式が解ける．
例：y′−y = e2t, y(0) = αを考える．ラプラス変換すると，sY (s)−α−Y (s) =

1

s − 2
. これはすぐに解けて，Y (s) =

1

(s − 1)(s − 2)
+

α

s − 1
=

−1

s − 1
+

1

s − 2
+

α

s − 1
. したがって，y = (α − 1)et + e2t.

以上．

1元の関数に対応する大文字（例えば f(t)に対して F (s)）を使うというやり方をすることが多い．
2どちらも日本語では同じだが，英語では，厳密には，区別する．
3ただし，後に説明するように，いくつかの孤立点では不定となりうる．
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