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応用解析 まとめ２ （金曜２限 (2L)，萬代担当, 2002後期）

• 区間 [0, T ] において，有限個の小区間に分けると，各区間で連続で，端点への片側

極限値が存在するとき，[0.T ]で区分的に連続という．言い換えるとジャンプ型の不

連続点（第１種の不連続点という）のみをもつ関数である．任意の [0, T ] 上で区分

的に連続であるとき，[0,∞) で区分的に連続という．このとき，積分
∫ T

0
f(t)e−st dt

はすべての T ,s に対して意味を持つ．

• 今後は，[0,∞) で区分的に連続で，

|f(t)| ≤ Meγt (∗)

を満たす関数のみを考える．このとき，ラプラス変換 F (s) は s > γ で存在し，

F (s) → 0 (s → ∞) となる．

また，今後は第１種不連続点での値の違いは無視する．

• F1(s) = F2(s) =⇒ f1(t) = f2(t) が言える1ので，ラプラス変換から元の関数をただ

１つに定めることができる．

ラプラス変換や，ラプラス逆変換を求めるのに，表を活用する．記憶しなくて良い

が，どのような関数が表に載っているかはある程度頭に入れておいたほうがよい．

• f が微分可能で，f ′ が区分的連続とする．f が不等式 (∗)を満たすとすると，

L (f ′)(s) = sF (s) − f(+0), s > γ.

ただし，f(+0) = limt→+0 f(t) は t = 0 での右側極限値である．

もっと一般に，f , f ′, . . . , f (n−1) が微分可能で，f (n) が区分的連続とする．f (j)(t)

(j = 0, . . . , n − 1) がすべて (∗)を満たすとすると，

L (f (n))(s) = snF (s) −
n−1∑
j=0

sn−1−jf (j)(+0), s > γ.

• f が区分的に連続で，不等式 (∗)を満たすならば，

L

{∫ t

0

f(τ) dτ

}
(s) =

1

s
F (s), s > γ，s > 0.

• ヘビサイド関数 u0(t) :=

{
1 (t � 0)

0 (t < 0)

}
. L (u0)(s) =

1

s
(s > 0).

1 上で述べたように，第１種不連続点での値の違いは無視している．
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ua(t) := u0(t − a) (a � 0) を単位ステップ関数（階段関数）という．

L (ua)(s) =
e−as

s
, s > 0.

f(t) が区分的に連続で (∗) を満たすならば2，

L (eatf(t))(s) = F (s − a), s > γ + a (a ∈ R)

L (f(t − a)ua(t))(s) = e−asF (s), s > γ (a � 0)

• f は区分的連続で，不等式 (∗)を満たすとすると3，

L (tf(t)) = −F ′(s), s > γ.

f は区分的連続で，不等式 (∗)を満たすとする．さらに，limt→+0 f(t)/t が有限値な

らば，

L

{
f(t)

t

}
=

∫ ∞

s

F (σ) dσ, s > γ

• (f ∗g)(t) :=

∫ t

0

f(t−τ)g(τ) dτ (t ≥ 0) を fと gのたたみこみ(合成積，convolution)

という． f ∗ g = g ∗ f , (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) など，ある種の積としての性質を

持つ．

f(t), g(t) が区分的に連続で，(∗) を満たすとすると4，

L (f ∗ g)(s) = F (s)G(s), s > γ.

f ′(t) sF (s) − f(+0), s > γ

f (n)(t) snF (s) −
n−1∑
j=0

sn−1−jf (j)(+0), s > γ

∫ t

0

f(τ) dτ
1

s
F (s), s > γ, s > 0

eatf(t) F (s − a), s > γ + a (a ∈ R)

f(t − a)ua(t) e−asF (s), s > γ (a > 0)

tf(t) −F ′(s), s > γ

f(t)

t

∫ ∞

s

F (σ) dσ, s > γ

f ∗ g F (s)G(s), s > γ

以上．

2 粗く言うと，指数関数をかけることと平行移動が，ラプラス変換で入れ替わる． 3 すでに述べたこと

とあわせると，粗く言えば，微分が s や t の掛け算と入れ替わる． 4 逆に掛け算のラプラス変換がどう
なるかという公式もあるが，複素積分が必要になるので省略する．
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