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応用解析 まとめ３ （金曜２限 (2L)，萬代担当, 2002後期）

• f(x) が周期 T の周期関数（略して T 周期関数）であるとは，f(x + T ) = f(x) を

満たすことである．T が周期なら，nT も周期であるので，f(x) に対して，周期は

（あるとすれば）無数にある．正の最小周期を基本周期という．

• フーリエ (Fourier)のアイデアは，「周期関数を，最も基本的な周期関数である三角

関数で表す」ということであり，デカルトの「困難は分割せよ」の一つの現れとい

える．

• 周期 2π の場合

最も基本的な 2π周期関数は，1, cos nx, sin nxであり，これらで組み立てられた

a0 +
∞∑

n=1

(an cos nx + bn sin nx). (1)

の形に（ほとんどの場合）表せる．この形の無限級数を三角級数と呼ぶ．

• 2π周期関数 f(x) に対して，

a0 =
1

2π

∫ π

−π

f(x) dx (2)

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos nx dx (3)

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin nx dx (4)

を1f(x) のフーリエ係数といい2，これらを使って作った三角級数 (1)を f(x)のフー

リエ級数という．f(x) のフーリエ級数が (1) であることを

f(x) ∼ a0 +

∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx). (5)

と書く．= かどうか不明な段階で = の代わりに ∼ と書くのである．また，

SN := a0 +

N∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx).

をフーリエ級数の部分和という．

1 積分は [0, 2π] など，長さが 2πの区間なら何でもよい． 2 もし f(x) が (1)と表され，積分と無限級数
の順序交換が許されるなら，a0, an, bn は (2)–(4)でなくてはならない．
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• 定理 1 f(x), f ′(x) がともに [−π, π] 上区分的に連続3とすると，フーリエ級数は

収束し，和は，
1

2
{f(x − 0) + f(x + 0)} に等しい．

言い換えると，各 xにおいて SN(x) → 1

2
{f(x − 0) + f(x + 0)} (N → ∞).

TEXT p.54,図 37; p.63,図 44に，部分和の収束状況のグラフがあるので，別紙（収

束の例）と合わせてよく観察しておくこと．

• 項別微分（教科書にないが）
f(x): 2π 周期関数で，（例外点なく）連続，f ′(x): 区分的に連続（有限個の点で微

分できなくてもよい）とすると，

f ′(x) ∼
∞∑

n=1

(nbn cos nx − nan sin nx).

f ′′(x) も区分的に連続なら（上の定理により）(1/2){f ′(x − 0) + f ′(x + 0)} に収束
する．

• 項別積分（教科書にないが）
f(x)：2π周期関数で，区分的に連続とする．a0 = 0 ならば，F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt も

2π周期関数で，連続．かつ，

F (x) =

∞∑
n=1

bn

n
+

∞∑
n=1

(−bn

n
cos nx +

an

n
sin nx

)

がすべての x で成立．

• 周期 T > 0 の場合は，上の式が次のように変わる．（基本的には，x → 2π

T
x．）4

f(x) ∼ a0 +
∞∑

n=1

(an cos n
2π

T
x + bn sin n

2π

T
x). (6)

a0 =
1

T

∫ T/2

−T/2

f(x) dx (7)

an =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(x) cos n
2π

T
x dx (8)

bn =
2

T

∫ T/2

−T/2

f(x) sin n
2π

T
x dx (9)

以上．

3 f(x) が微分できない点が有限個あってもいい． 4 積分は [0, T ] など，長さが T の区間なら何でもよ
い．
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