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応用解析 まとめ４ （金曜２限 (2L)，萬代担当, 2002後期）

1 フーリエ級数の補足

• 半区間展開． [0, l] 上の関数を偶関数または奇関数として [−l, l] へ拡張し，さら

に周期 2l の関数として拡張すると，フーリエ級数展開できる．すなわち，[0, l] 上

の関数を，1, cos n
π

l
x のみ，または sin n

π

l
x のみで表すことができる．

f(x) ∼ a0 +

∞∑
n=1

an cos n
π

l
x (1.1)

a0 =
1

l

∫ l

0

f(x) dx (1.2)

an =
2

l

∫ l

0

f(x) cosn
π

l
x dx (1.3)

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sin n
π

l
x (1.4)

bn =
2

l

∫ l

0

f(x) sin n
π

l
x dx (1.5)

• 複素フーリエ展開．オイラーの公式 eiθ = cos θ + i sin θ を使って，cos, sin を指数

関数に統合すると，フーリエ級数はより単純な形になる．

f(x) ∼
∞∑

n=−∞
cneinx, (1.6)

cn =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−inx dx. (1.7)

c0 = a0, (1.8)

cn = (an − ibn)/2, c−n = (an + ibn)/2 (n = 1, 2, . . . ), (1.9)

an = cn + c−n, bn = (cn − c−n)i (n = 1, 2, . . . ). (1.10)

• 微分方程式（定常解）への応用（§2.7）．

２階定係数線形微分方程式 ay′′ + by′ + cy = r(t) において，a, b, c > 0 とする1．こ

のとき，ay′′ + by′ + cy = cos pt (または sin pt) の解は，

y = yh(t) + A cos pt + B sin pt

1 RLC 回路や，減衰する強制振動系がこの例であった．b も 0 でないことに注意．
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の形で求まった．ここで，yh(t) は同次方程式 ay′′ + by′ + c = 0 の解であり，積分定

数を２つ含むが t → ∞ の時 yh(t) → 0 となり，したがって，

y = A sin pt + B cos pt

を定常解と呼ぶのであった．

一般に r(t) が 2π周期関数2であるとき，r(t) = a0 +
∑∞

n=1(an cos nt + bn sin nt) と

フーリエ級数展開すれば，cos nt や sin nt が右辺の場合の定常解を重ね合わせて，

y = A0 +
∞∑

n=1

(An cos nt + Bn sin nt)

の形で定常解が求まる．これは，周期的な右辺 r(t) に対して同じ周期をもつ解 y を

求めていることにあたる．

• 2π周期関数 f(x) に対して，この関数の “大きさ（エネルギー）”を

||f ||L2 :=

√∫ π

−π

|f(x)|2 dx

で定義する．これを f の L2ノルムという．

特に，g が f の近似であるとき，E := ||f − g||2L2 を f に対する gの全 2乗誤差と

いう．

定理 1 区分的に連続な 2π周期関数 f(x) に対して，フーリエ級数のN 次の部分

和を

SN(x) := a0 +

N∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)

とする．すべてのN 次の三角多項式F (x) := α0 +
N∑

n=1

(αn cos nx + βn sin nx) に対

して，

E : = ||f − F ||2L2 (1.11)

= ||f − SN ||2L2 + π
[
2(α0 − a0)

2 +

N∑
n=1

{(αn − an)2 + (βn − bn)2}
]

(1.12)

� ||f − SN ||2L2 (1.13)

となる．

2 周期が一般の T でも全く同様である．
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すなわち，全 2乗誤差が最小となるN 次の三角多項式は，SN(x) である．また，そ

の最小 2乗誤差は

E∗
N := ||f − SN ||2L2 =

∫ π

−π

{f(x)}2 dx − π
[
2a2

0 +

N∑
n=1

(a2
n + b2

n)
]

(1.14)

である3．

E∗
N � 0 であるので，∫ π

−π

{f(x)}2 dx � π
[
2a2

0 +
N∑

n=1

(a2
n + b2

n)
]

(1.15)

である．これをBessel の不等式という．

実は，E∗
N → 0 (N → ∞) である．言い換えると，∫ π

−π

{f(x)}2 dx = π
[
2a2

0 +
∞∑

n=1

(a2
n + b2

n)
]
. (1.16)

これをParsevalの等式という．

複素形を使うと，これらの不等式・等式は∫ π

−π

|f(x)|2 dx � 2π

N∑
n=−N

|cn|2, (1.17)

∫ π

−π

|f(x)|2 dx = 2π

∞∑
n=−∞

|cn|2. (1.18)

となり，やはり簡潔になる．

2 フーリエ積分

• f(x): R上の関数とする．

A(w) : =

∫ ∞

−∞
f(x) cos wx dx, (2.1)

B(w) : =

∫ ∞

−∞
f(x) sin wx dx (2.2)

とおく．A(w) は偶関数，B(w)は奇関数である．

定理 2 f(x): R上区分的に連続で，
∫ ∞

−∞
|f(x)| dx < ∞とする4．このとき，A(w),

B(w) は連続関数として定義できる．さらに，f ′(x)も区分的に連続とすると，

1

2
{f(x − 0) + f(x + 0)} =

1

π

∫ ∞

0

{A(w) coswx + B(w) sinwx} dw

が成り立つ．

3 当然ながら E∗
N は N が大きくなるにつれて小さくなる． 4 これを “f は可積分関数である，または

L1関数である” と言う．
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この表示5を f(x) のフーリエ積分表示という．この定理も大定理であり，この定理

をいろいろな関数に適用することで，いろいろな積分値が得られる．

例 3 (1) ディリクレの不連続因子(TEXTp.82): f(x) = 1 (|x| < 1) のフーリエ

積分より．

∫ ∞

0

cos wx sin w

w
dw =




π/2 (0 � x < 1)

π/4 (x = 1)

0 (1 < x)

.

(2) ラプラス積分(TEXTp.84): f(x) = e−k|x| (k > 0) および f(x) = (sgnx)e−k|x|

のフーリエ積分より． ∫ ∞

0

cos wx

w2 + k2
dw =

π

2k
e−k|x|,∫ ∞

0

w sin wx

w2 + k2
dw =

π

2
e−kx (x > 0).

• Parsevalの等式と似た
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

π

∫ ∞

0

{A(w)2 +B(w)2} dw が成り立つ．こ

れを Plancherelの定理という．

• 複素形(TEXT にはないが)．

f̂(w) :=

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixw dx (= A(w) − iB(w))

を f(x) のフーリエ変換という6．

定理 4 f(x): R上区分的に連続で，
∫ ∞

−∞
|f(x)| dx < ∞ とする．このとき，f̂(w)

は連続関数として定義できる．さらに，f ′(x)も区分的に連続とすると，

1

2
{f(x − 0) + f(x + 0)} =

1

2π
lim

M→∞

∫ M

−M

f̂(w)eixw dw

となる．

•
∫ ∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

2π

∫ ∞

−∞
|f̂(w)|2 dw. これも Plancherelの定理という．

以上．

5 右辺は
1
2π

∫ ∞

−∞
{A(w) cos wx + B(w) sin wx} dw としてもよい． 6 TEXTは，C(w) :=

1√
2π

f̂(w) を

フーリエ変換と呼んでいて，そういう流儀もあるが，フーリエ係数との比較では，ここの f̂(w) をフーリエ
変換と呼ぶ方がよい．何をフーリエ変換と呼ぶかは何通りかの流儀があるので，本を読む場合には注意が要
る．
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