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1. 序

1 序

時不変 線形システム において，ノイズの入った入出力から

システムの構造を同定

⇒ システムの構造が変わる時点を検出

従来のシステム同定の方法

⇒ ノイズの影響で精度がよくない場合がある．

ノイズを除去した入出力から同定

⇒ あまりうまくいかない．（ノイズ除去はシステムと非可換）

⇓
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1. 序

ウェーブレット変換が持つノイズ分離能力を生かして，

ノイズ除去とシステム同定を直接つなげた形で行いたい．

背景となる数学として，

線形システムとウェーブレット変換との関係

について一般的な基本理論をまとめる．
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1. 序

あらすじ

• 線形システムの数学的枠組み
D(RRR) � input → L → output ∈ D ′(RRR)

（連続線形作用素）

平行移動作用素 (translation)： (Tbf)(x) := f(x− b)

L : 時不変, 平行移動不変

(time-invariant, translation-invariant)

� (Def.)

L[Tbf ] = TbL[f ]

意味：独立変数 x を時刻と見たとき，

システム自身は時間によって変化しない．
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1. 序

• 連続ウェーブレット変換 Wψf(b, a):

f ∈ L2(RRR) の時間周波数情報（時間スケール情報）

⇒ データ圧縮，ノイズ除去 など．

• システム同定
L の形を仮定（モデル化）

⇒ いくつかの入出力データ { (fj, L[fj]) }j から L を推測．

⇒ システムがある時点で変化したときに，その切替点を検出．

実際の計算は離散化して行うが，

理論の枠組みとしては対応する連続版も頭においておきたい．
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1. 序

入力を自由には選べず，

入力 {fj} と出力 {gj} (gj := L[fj]) に

雑音（エラー）が入っている場合

⇒ Wψfj と Wψgj から直接 L を同定することで，

ノイズ除去に当たることを組み込んだ形でシステム同定を

行う．

⇒ L が時不変ならうまくいく．
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1. 序

• 連続ウェーブレット変換と線形システム
（線形システムの時間周波数解析）

L2(RRR)
L−−→ L2(RRR)

Wψ

� �Wψ

HHH
Lψ−−→ HHH

L が時不変なときはLψ は L そのものと言ってよい．

• 離散化：離散定常ウェーブレット変換
平行移動 (translation)と可換な 離散ウェーブレット変換（冗長）

• システム同定 — 数値実験

FIR model, ARX model. 従来法とウェーブレット法の比較．
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2. 線形システム

2 線形システム

システム (system)： 入力 (input) �→ 出力 (output)

数学的には，関数 �→ 関数

（この講演では線形システムのみを考える．）

線形システム L を

D(RRR) → L → D ′(RRR) （連続線形作用素） と考える．

（簡単のため本講演では１次元に限るが，

多くの結果は n 次元に拡張できる．）
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2. 線形システム

記号：

• φ ∈ D(RRR) と f ∈ D ′(RRR) との duality: 〈f, φ〉* =

∫
RRR

f(x)φ(x) dx

• L2(RRR) の内積：〈f, g〉 =

∫
RRR

f(x) g(x) dx

定理 1 (The Schwartz kernel theorem)

L : D(RRR) → D ′(RRR) ： 連続線形 =⇒ ∃!k ∈ D ′(RRR2) s.t.

〈L[f ], φ〉* = 〈k(x, y), φ(x)f(y)〉*x,y, (∀f, φ ∈ D(RRR))

k: システム L の核超関数. L[f ](x) =

∫
RRR

k(x, y) f(y) dy.
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2. 線形システム

命題 2 L : D(RRR) → D ′(RRR): 連続線形

時不変 =⇒ k(x, y) = h(x− y), h ∈ D ′(RRR).

すなわち，L[f ] = h ∗ f .

h : L の impulse response．
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2. 線形システム

2.1 安定性 (Stability)

BIBO-stable

(bounded-input bounded-output stable)

� (Defs.)

∃C: const. s.t. supx∈RRR |L[f ](x)| ≤ C supx∈RRR |f(x)|,
∀f ∈ D(RRR).
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2. 線形システム

L2-stable

� (Defs.)

∃C: const. s.t. ‖L[f ]‖L2 ≤ C‖f‖L2, ∀f ∈ D(RRR).

核超関数 k が局所可積分のとき次が成り立つ．

命題 3 (1) sup
x∈RRR

∫
RRR

|k(x, y)| dy < ∞ =⇒ BIBO-stable.

(命題続く)
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2. 線形システム

(2) k ∈ L2(R2) =⇒ L2-stable. （ L: Hilbert-Schmidt 型 ）

‖L[f ]‖L2(R) ≤ ‖k‖L2(R2)‖f‖L2(R), ∀f ∈ L2(R).

(3) ∃ M1, M2 s.t.∫
RRR

|k(x, y)| dx ≤ M1 a.e. y ∈ R,∫
RRR

|k(x, y)| dy ≤ M2 a.e. x ∈ R

(2.1)

=⇒ L2-stable.

‖L[f ]‖L2(R) ≤
√
M1M2‖f‖L2(R), ∀f ∈ L2(R).
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2. 線形システム

L: 時不変，h: impulse response とすると，

命題 4 (1) BIBO-stable

�
h is a bounded Radon measure on RRR.

(2) L2-stable ⇐⇒ ĥ ∈ L∞(RRR).

（ĥ は h のフーリエ変換）

L が時不変のとき：

BIBO-stable =⇒ L2-stable.
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2. 線形システム

2.2 因果性

因果性 (causality)：（独立変数を時刻と見たとき）

時刻 t における出力が t 以前の入力で決まる．

L: 線形システム D(RRR) → D ′(RRR)．

システム L が 因果的 (causal)

(Defs.)⇐⇒ suppL[f ] ⊂ supp f + RRR+, ∀f ∈ D(RRR)
 A+B := { a+ b ; a ∈ A, b ∈ B },

RRR+ := [0,∞).



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2. 線形システム

超関数 f ∈ D ′(RRR) が 因果的
(Defs.)⇐⇒ supp f ⊂ RRR+

命題 5 次は互いに同値．（k: L の核超関数．）

(a) L は 因果的.

(b) supp f ⊂ [a,∞) =⇒ suppL[f ] ⊂ [a,∞).

(c) supp k ⊂ {(x, y) ∈ RRR
2 | x ≥ y}.

特に，L が時不変のときは

系 6 h ∈ D ′(RRR), L[f ] = h ∗ f (f ∈ D(RRR)) とすると，

L は 因果的 ⇐⇒ h は 因果的
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3. 連続ウェーブレット変換

3 連続ウェーブレット変換

ψ( =\ 0) ∈ L2(RRR): analysing wavelet とは，

Cψ :=

∫ ∞

0

|ψ̂(s)|2
s

ds =

∫ ∞

0

|ψ̂(−s)|2
s

ds < ∞.

（ ψ: 連続，急減少，実数値，ψ=\ 0,

∫
RRR

ψ(x) dx = 0 ならＯＫ．）

f ∈ L2(RRR) の ψ に関する連続ウェーブレット変換：

Wψf(b, a) : = |a|−1/2
∫

RRR

f(x)ψ
(x− b

a

)
dx = 〈f, TbDaψ〉L2(RRR),

(b, a) ∈ HHH := RRR × RRR+ = RRR × (0,∞).

（ Daψ(x) := |a|−1/2ψ(x/a) (dilation) ）
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3. 連続ウェーブレット変換

Wψf(b, a): pointwise に決まり，(b, a) について有界連続．

Wψf(b, a): 「x = b に局所化された f(x) の周波数（スケール）情報」

=「f の時間周波数情報（時間スケール情報）」

Wψf ∈HHH := L2(HHH; dbda/a2)

〈Wψf,Wψg〉HHH = Cψ〈f, g〉L2(RRR), ∀f, g ∈ L2(RRR). (3.1)

f(x) = C−1
ψ

∫
HHH

Wψf(b, a)TbDaψ(x) db
da

a2
, ∀f ∈ L2(RRR). (3.2)
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4. ウェーブレット変換と線形システム

4 ウェーブレット変換と線形システム

ψ: analysing wavelet.

W ∗
ψ: the adjoint of Wψ: HHH → L2(RRR).

Vψ := Cψ
−1W ∗

ψ. （VψWψ = IdL2(RRR)）

L: L2(RRR) → L2(RRR) (cont. lin.) に対して

Lψ := Wψ LVψ : HHH → HHH .

定理 7 (1)
L2(RRR)

L−−→ L2(RRR)

Wψ

� �Wψ

HHH
Lψ−−→ HHH

Wψ L = LψWψ ,

L = Vψ LψWψ,

‖Lψ‖op = ‖L‖op.
(定理続く)
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4. ウェーブレット変換と線形システム

(2) (b, a), (u, s) ∈ HHH に対して

Kψ(b, a;u, s) := Cψ
−1〈L[TuDsψ], TbDaψ〉L2(RRR). (4.1)

とおくと，Kψ は HHH
2 上 有界連続関数 で，

sup
(b,a;u,s)∈HHH2

|Kψ(b, a;u, s)| ≤ Cψ
−1‖L‖op. (4.2)

(3) Kψ は Lψ の核関数である：∀F ∈ HHH , ∀(b, a) ∈ HHH に対して

Lψ[F ](b, a) =

∫
HHH

Kψ(b, a;u, s)F (u, s) du
ds

s2

= 〈Kψ(b, a; ·, ·), F 〉HHH = 〈F,Kψ(b, a; ·, ·)〉HHH

(定理続く)
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4. ウェーブレット変換と線形システム

(4) 任意の固定した (u, s) ∈ HHH に対して

Kψ(·, ·;u, s) = Cψ
−1Wψ(L[TuDsψ])∈ HHH ,

‖Kψ(·, ·;u, s)‖HHH ≤ Cψ
−1/2‖L‖op.

同様に，任意の固定した (b, a) ∈ HHH に対して

Kψ(b, a; ·, ·) = Cψ
−1Wψ(L∗[TbDaψ])∈ HHH ,

‖Kψ(b, a; ·, ·)‖HHH ≤ Cψ
−1/2‖L‖op.

Lψ, Kψ は，作用素 L やその核関数 k の

ある種の時間周波数（時間スケール）情報を持っている．
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4. ウェーブレット変換と線形システム

L が Hilbert-Schmidt 型のときは，

Lψ も Hilbert-Schmidt 型になる．

定理 8 k ∈ L2(RRR2) とすると，

Kψ(b, a;u, s) = Cψ
−1〈k, TbDaψ ⊗ TuDsψ〉L2(RRR2).

但し，(f ⊗ g)(x, y) := f(x)g(y). さらに

Kψ∈HHH 2 := L2(
HHH

2
(b,a,u,s); db

da

a2
du
ds

s2

)
,

‖Kψ‖HHH 2
= ‖k‖L2(RRR2).
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4. ウェーブレット変換と線形システム

(2.1) を仮定する．∫
RRR

|k(x, y)| dx ≤ M1 a.e. y ∈ RRR,∫
RRR

|k(x, y)| dy ≤ M2 a.e. x ∈ RRR

(2.1)

定理 9 k が (2.1) を満たすとすると，

(b, a;u, s) ∈ HHH
2 に対して

k(x, y)TuDsψ(y)TbDaψ(x) ∈ L1(RRR2),

Kψ(b, a;u, s) = Cψ
−1

∫
RRR2

k(x, y)TuDsψ(y)TbDaψ(x) dxdy. (4.3)
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4. ウェーブレット変換と線形システム

システム L が時不変のときは Lψ は L そのもの．

定理 10 L: L2(RRR) → L2(RRR) が時不変とすると，

Lψ[F ] = (L⊗ Id)[PψF ] = Pψ(L⊗ Id)[F ], ∀F ∈ HHH . (4.4)

Pψ := WψVψ はHHH の Range(Wψ) への射影作用素．

特に，
Wψ(L[f ]) = (L⊗ Id)[Wψf ] , ∀f ∈ L2(RRR). (4.5)

L2(RRR)
L−−→ L2(RRR)

Wψ

� �Wψ

HHH
L⊗Id−−−→ HHH

(4.6)
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4. ウェーブレット変換と線形システム

4.1 システム同定への応用

ウェーブレット法：(4.5) を利用して

(Wψf,WψL[f ]) から L を同定する．

入出力データ f , L[f ] が

外乱(disturbance) νin, νout を含む場合，

(f + νin, L[f ] + L[νin] + νout) や (f, L[f ] + L[νin] + νout)

からの従来法による同定 ⇒ 精度が悪くなる．
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4. ウェーブレット変換と線形システム

ウェーブレット法では，

(Wψf +Wψνin, WψL[f ] +WψL[νin] +Wψνout)

や (Wψf, WψL[f ] +WψL[νin] +Wψνout) を使って同定する

⇒ ウェーブレット変換の持つノイズ分離能力により，

Wψνin, WψL[νin], Wψνout の影響をある程度除ける

ことが期待される．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

5 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

5.1 正規直交ウェーブレット

Wψf を離散化． ⇒ ψ は正規直交ウェーブレット (ONW)をとる．

i.e. {ψj,k }j,k が L2(RRR) の正規直交基底 (ONB)

となるような ψ．

（ψj,k(x) := T2−jkD2−jψ(x) (j, k ∈ ZZZ) ）

⇓

f(x) =
∑
j,k

Wψf(2−jk, 2−j)ψj,k(x) =
∑
j,k

〈f, ψj,k〉ψj,k(x).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

ψ: ONW

⇓
L2(RRR) の閉部分空間：

Wj := Span{ψj,k | k ∈ ZZZ }, Vj :=
⊕

l<j Wl

⇓
Vj+1 = Vj ⊕Wj (直交直和),

{ψj,k }k は Wj の ONB,

(i) · · ·Vj−1 ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ · · ·
(ii)

⋂
j∈ZZZ

Vj = {0}

(iii)
⋃
j∈ZZZ

Vj = L2(RRR)

(iv) f ∈ Vj ⇐⇒ f(2·) ∈ Vj+1

27



5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

さらに，

(v) V0 の ONB として {φ(· − k) | k ∈ ZZZ }.

が成立するとき，

{Vj }j∈ZZZ: 多重解像度解析 (MRA)

φ: スケーリング関数 (scaling function)

{φj,k }k∈ZZZ はVj のONB.

のちの実験では，Daubechies ウェーブレット Nψ

(N ∈ NNN := {1, 2, . . . }) を使う．

• コンパクトサポート ([−N + 1, N ]) を持つ．

• N を大きくすればいくらでも滑らかさを増すことができる．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

Daubechies ウェーブレットのスケーリング関数：

Nφ: コンパクトサポート (suppNφ ⊂ [0, 2N − 1]).

1

1

0

1

-1

1

図 1：1φ, 1ψ.
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

1
2

3

1

0
-1 1 2

-1

1

0

図 2：2φ, 2ψ.

1
2

3 4 5

1

-2 -1 1 2 3

-1

1

図 3：3φ, 3ψ.
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

2 4 6 8 10 12 14

1

-6 -4 -2 2 4 6 8

-1

1

図 4：8φ, 8ψ.
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

φ と ψ との基本関係：

φ(x) =

2N−1∑
k=0

h[k]φ1,k(x) (5.1)

ψ(x) =
1∑

k=−2N+2

g[k]φ1,k(x) (5.2)

h = (h[k])k: ローパスフィルタ係数，

g = (g[k])k: ハイパスフィルタ係数． g[k] = (−1)kh[1 − k].

具体的な計算は φ, ψ を表に出さず

フィルタ係数のみでやれる．

（ ⇒ Mallat 変換（高速ウェーブレット変換） ）
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

5.2 Mallat 変換

f ∈ Vj+1 に対して，

f = fj + gj, fj ∈ Vj, gj ∈ Wj, fj ⊥ gj

と直交分解できる．

f ∈ VJ から始めてこれを続けると，

f = gJ−1 + gJ−2 + · · · + gJ−L + fJ−L, fj ∈ Vj, gj ∈ Wj

と直交分解できる．

fj: レベル j（またはJ − j）の近似 (approximation)，

gj: レベル j（またはJ − j）の詳細 (detail).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

さらに

fj =
∑
k∈ZZZ

aj[k]φj,k, gj =
∑
k∈ZZZ

dj[k]ψj,k (5.3)

と直交分解される．

例 11 Haar(1ψ, 1φ) の場合の例．

-2 -1 1 2

0.5

1

1.5

g1

f1

f2

直交分解： f2 = f1 + g1. 近似 f1 ∈ V1 と詳細 g1 ∈ W1．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

以下では，スケールを表す番号 j のつけ方を変えて，

初めのデータ (j = J)が j = 0で，

分解が進むにつれて j が増えるようにする．

すなわち，今までの J − j が新しい j である．

また，この j をレベルと呼ぶことにする．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

マラー (Mallat) の高速ウェーブレット変換

以上の分解（・再構成）は，

展開（直交分解）の係数だけを見て計算できる．

aj+1[k] =
∑
l

h[l− 2k]aj[l] =
∑
l

h[−l]aj[2k − l],

dj+1[k] =
∑
l

g[l− 2k]aj[l] =
∑
l

g[−l] aj[2k − l].

Haar (N = 1) の場合：

aj+1[k] =

1√
2
(aj[2k] + aj[2k + 1]),

dj+1[k] =
1√
2
(aj[2k] − aj[2k + 1]).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

レベル J の 離散ウェーブレット変換，Mallat変換：

DWJ
ψ : �2(ZZZ) � a0 �→ ( d1, d2, . . . , dJ ;aJ ) ∈ (

�2(ZZZ)
)J+1

(5.4)

‖a0‖2
�2(ZZZ) =

J∑
j=1

‖dj‖2
�2(ZZZ) + ‖aJ‖2

�2(ZZZ). (5.5)

再構成スキーム：(aj+1, dj+1 ) �→ aj：

aj[k] =
∑
l∈ZZZ

h[k − 2l]aj+1[l] +
∑
l∈ZZZ

g[k − 2l]dj+1[l].
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

5.3 離散定常ウェーブレット変換

Mallat 変換は平行移動に関して不変でない

すなわち，（シフト作用素 T : (Ta)[k] = a[k − 1]. ）

初めのデータ a0 に対して，Ta0 を分解して出てくる aj, dj は

元の a0 の分解とかなり違うことがありうる．

この欠点をなくした離散ウェーブレット変換：

離散定常ウェーブレット変換 ([NS95]など)

(stationary wavelet transform, SWT)

但し，冗長な変換になってしまう．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

レベルによって異なるフィルタ係数を使う．

Aj+1[k] =
∑
l

hj[l− k]Aj[l] =
∑
l

hj[−l]Aj[k − l],

Dj+1[k] =
∑
l

gj[l− k]Aj[l] =
∑
l

gj[−l]Aj[k − l],

hj[k] :=


 h[n], k = 2jn,

0, otherwise,
gj[k] :=


 g[n], k = 2jn,

0, otherwise.

Mallat 変換と比較すると，

Aj[2
jn] = aj[n], Dj[2

jn] = dj[n].
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

Haar のときは，

A1[k] =
1√
2
(A0[k] +A0[k + 1]), D1[k] =

1√
2
(A0[k] −A0[k + 1]),

A2[k] =
1√
2
(A1[k] +A1[k + 2]) =

1

2

3∑
l=0

A0[k + l],

A3[k] =
1√
2
(A2[k] +A2[k + 4]) =

1

2
√

2

7∑
l=0

A0[k + l], . . .

レベル J の離散定常ウェーブレット変換 (SWT)：

SWJ
ψ : �2(ZZZ) � A0 �→ (

D1, D2, . . . , DJ ;AJ

) ∈ (
�2(ZZZ)

)J+1

‖A0‖2
�2(ZZZ) =

J∑
j=1

2−j‖Dj‖2
�2(ZZZ) + 2−J‖AJ‖2

�2(ZZZ).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

5.4 離散システム

有限数列の空間： d(ZZZ) := { f ∈ CCC
ZZZ | 有限個の k 以外は f [k] = 0 }

任意数列の空間： d′(ZZZ) := CCC
ZZZ.

離散線形システム：線形写像 d(ZZZ) → d′(ZZZ).

連続時間線形システムとほぼ同様のことが（より簡単に）いえる．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

核定理： 定理 12 線形システム L : d(ZZZ) → d′(ZZZ) に対して，

∃ a = (a[k, l])(k,l)∈ZZZ2 ∈ d′(ZZZ2) := CCC
ZZZ2

s.t.

(L[f ])[k] =
∑

l∈ZZZ
a[k, l]f [l], ∀f ∈ d(ZZZ).

L は時不変，シフト不変
(Defs.)⇐⇒ TL = LT .

このとき，

∃ h ∈ d′(ZZZ) s.t. L[f ] = h∗f, ∀f ∈ d(ZZZ).

（(h ∗ f)[k] :=
∑
l∈ZZZ

h[l]f [k − l] =
∑
l∈ZZZ

h[k − l]f [l].）

時不変な離散線形システム：フィルタ， h: フィルタ係数．
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

BIBO-stable

(bounded-input bounded-output stable)

� (Defs.)

∃C: const. s.t.

sup
k∈ZZZ

|L[f ][k]| ≤ C sup
k∈ZZZ

|f [k]|, ∀f ∈ d(ZZZ).

�2-stable

� (Defs.)

∃C s.t. ‖L[f ]‖�2 ≤ C‖f‖�2, ∀f ∈ d(ZZZ).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

時不変な場合には，BIBO-安定 =⇒ �2-安定．

（L が BIBO-stable ⇐⇒ h ∈ �1(ZZZ);

�2-stable ⇐⇒ ĥ ∈ L∞[−π, π].）

a: L の核．

命題 13 (1) sup
k∈ZZZ

∑
l∈ZZZ

|a[k, l]| < ∞ =⇒ BIBO-stable.

(命題続く)
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

(2) a ∈ �2(ZZZ2) =⇒ �2-stable.

‖L[f ]‖�2(ZZZ) ≤ ‖a‖�2(ZZZ2)‖f‖�2(ZZZ), ∀f ∈ �2(ZZZ).

(3) ∃ M1, M2 s.t.∑
k∈ZZZ

|a[k, l]| ≤ M1, l ∈ ZZZ,

∑
l∈ZZZ

|a[k, l]| ≤ M2, k ∈ ZZZ

(5.6)

=⇒ �2-stable.

‖L[f ]‖�2(ZZZ) ≤
√
M1M2‖f‖�2(ZZZ), ∀f ∈ L2(ZZZ).
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

システム L が 因果的 (causal)とは，

suppL[f ] ⊂ supp f + ZZZ+, ∀f ∈ d(ZZZ)

数列 f ∈ d′(RRR) が 因果的とは，supp f ⊂ ZZZ+

命題 14 次は互いに同値．（a: L の核数列．）

(a) L は 因果的.

(b) supp f ⊂ [a,∞) =⇒ suppL[f ] ⊂ [a,∞).

(c) supp a ⊂ {(l,m) ∈ ZZZ2 | l ≥ m}.
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

特に，L が時不変のときは

系 15 h ∈ d′(ZZZ), L[f ] = h ∗ f (f ∈ d(ZZZ)) とすると，

L は 因果的 ⇐⇒ h は 因果的
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5. 離散化 — 離散定常ウェーブレット変換

�2-安定なフィルタL : �2(ZZZ) → �2(ZZZ)に対して，定理 10 の離散版：

定理 16 L が �2-安定なフィルタとすると，

任意の J ∈ NNN に対して

�2(ZZZ)
L−−→ �2(ZZZ)

SW J
ψ

� �SW J
ψ(

�2(ZZZ)
)J+1 ⊗J+1L−−−→ (

�2(ZZZ)
)J+1

は可換．すなわち

SWJ
ψ L = (⊗J+1L)SWJ

ψ . (5.7)

48



6. システム同定

6 システム同定

（因果的な）時不変離散システムの２つの代表的なモデル:

FIR モデル，ARX モデル．

6.1 FIR モデル

FIR モデル (finite impulse responce model)：

g[n] =

m−1∑
l=0

α[l]f [n− l] (6.1)

同定すべきフィルタ係数： A := (α[m− 1], α[m− 2], . . . , α[0])T
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6. システム同定

システム同定の従来法：

出力 g = (g[n])n から k ≤ n ≤ k +N − 1，

入力 f = (f [n])n から k −m+ 1 ≤ n ≤ k +N − 1．

�
(6.1) (k ≤ n ≤ k +N − 1) を

α に関する連立１次方程式と見て最小二乗法で解く．
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6. システム同定

ウェーブレット法：

f , g から SWT Ain
j , Din

j , Aout
j , Dout

j を計算

�

Aout
j [k] =

m−1∑
l=0

α[l]Ain
j [k − l],

Dout
j [k] =

m−1∑
l=0

α[l]Din
j [k − l]

を適当な j, k について，

α に関する連立１次方程式と見て最小二乗法で解く．
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6. システム同定

6.2 ARX モデル

外部入力のある自己回帰モデル (ARX model)：

g[n] =
P∑
l=0

α[l]f [n− l] +

Q∑
m=1

β[m]g[n−m] (6.2)

同定すべきフィルタ係数：

A := (α[0], α[1], . . . , α[P ])T ,

B := (β[1], β[2], . . . , β[Q])T .

52



6. システム同定

システム同定の従来法：

出力 g = (g[n])n から k −Q ≤ n ≤ k +N − 1,

入力 f = (f [n])n から k − P ≤ n ≤ k +N − 1.

�
(6.2) (k ≤ n ≤ k +N − 1) を

α, β に関する連立１次方程式と見て最小二乗法で解く．
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6. システム同定

ウェーブレット法：

f , g からSWT Ain
j , Din

j , Aout
j , Dout

j を計算

�

Aout
j [k] =

P∑
l=0

α[l]Ain
j [k − l] +

Q∑
m=1

β[m]Aout
j [k −m],

Dout
j [k] =

P∑
l=0

α[l]Din
j [k − l] +

Q∑
m=1

β[m]Dout
j [k −m]

を適当な j, k について，

α, β に関する連立１次方程式と見て最小二乗法で解く．
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6. システム同定

6.3 数値実験

フィルタ係数が途中で変わる場合を考え，

前半部分，後半部分でそれぞれシステム同定をし，

さらに前半部分から推測した出力と実際の出力との比較から

切替点が検出できるかどうかを見る．

入力を制御できず，入出力データに外乱がある場合 を考える．

L ++
f g

v in vout

f
~ ~g

外乱を付加した入出力
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7. 数値実験１— FIR model

7 数値実験１— FIR model

実験用システム：

g[n] = f [n] − f [n− 1], n = 2, . . . , 514;

g[n] = 0.75f [n] − 1.5f [n− 1] + 0.75f [n− 2],

n = 515, . . . , 1028.
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7. 数値実験１— FIR model

実験用入出力：

入力 f： f [n] = 5 cos

(
π(n+ 256)3(n− 2048)2

10244 ∗ 64

)
+

30
n(1028 − n)

10282
+ sin

πn

2
+ 5 sin

πn

16
.

外乱 νin: [−0.775, 0.775] の範囲のホワイトノイズ，

出力 g := L[f + νin]，

外乱 νout: [−0.375, 0.375] の範囲のホワイトノイズ，

f̃ := f + νin. g̃ := g + νout. （図 5）
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7. 数値実験１— FIR model
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 Input with noise
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 Output of noised input
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 Output with noise

f

∼

f
∼

g

g

図 5：FIR model の数値実験の入出力
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7. 数値実験１— FIR model

7.1 ノイズ除去してからの同定

ノイズ除去してから，システム同定すると，

方法\フィルタ係数 α[0] α[1] α[2]

従来法 前半 0.3344 −0.3593

後半 0.1598 −0.2960 0.1340

ウェーブ 前半 0.3185 −0.3521

レット法 後半 0.0805 −0.1556 0.0699

実際の 前半 1.0 −1.0

係数 後半 0.75 −1.5 0.75

同定できない．
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7. 数値実験１— FIR model

7.2 f̃ , g̃ からの同定

外乱が加わった後の入力 f̃ が測定可能な場合．

従来法

フィルタ 前半 後半

α[0] 1.0217 0.7584

α[1] -1.0095 -1.4962

α[2] -0.0262 0.7590

α[3] 0.0174 -0.0270

α[4] -0.0014 0.0100

実際の係数 ウェーブレット法

前半 後半 前半 後半

1.0 0.75 1.0223 0.7546

-1.0 -1.5 -1.0082 -1.4981

0.0 0.75 -0.0249 0.7641

0.0 0.0 0.0181 -0.0298

0.0 0.0 -0.0070 0.0116

どちらの方法でも，同程度の精度で同定できている．
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7. 数値実験１— FIR model

前半部で同定したフィルタ係数 A を使って予測出力 g を計算

⇒ 差 g − g̃ を描く ⇒

300 400 500 600 700 800
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-2

-1

0

1

2

3

4
  Difference between predicted and real outputs

300 350 400 450 500 550 600 650 700 750
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2
  Difference between predicted and real outputs

Approximation Coeffs. of Level = 3

従来法 ウェーブレット法

ウェーブレット法のほうが切替点が明確．
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7. 数値実験１— FIR model

7.3 f と g̃ からの同定

入力を測定したあとで外乱 νin が加わった場合．

従来法

フィルタ 前半 後半

α[0] 1.1018 0.7115

α[1] -1.2204 -1.4310

α[2] 0.2958 0.7089

α[3] -0.3181 0.0635

α[4] 0.1454 -0.0501

実際の係数 ウェーブレット法

前半 後半 前半 後半

1.0 0.75 1.0922 0.7303

-1.0 -1.5 -1.1939 -1.4805

0.0 0.75 0.2644 0.7715

0.0 0.0 -0.2888 -0.0055

0.0 0.0 0.1284 -0.0143

ともに，あまり精度がよくない（特に前半）．
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7. 数値実験１— FIR model

フィルタ長を m = 4 としてやると，

従来法

フィルタ 前半 後半

α[0] 0.9599 0.7604

α[1] -0.9349 -1.5294

α[2] 0.0052 0.8090

α[3] -0.0293 -0.0361

実際の係数 ウェーブレット法

前半 後半 前半 後半

1.0 0.75 0.9658 0.7444

-1.0 -1.5 -0.9411 -1.5088

0.0 0.75 0.0087 0.8000

0.0 0.0 -0.0344 -0.0338

⇒ どちらも同定できている．

（ウェーブレット法のほうが少しよい．）
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7. 数値実験１— FIR model

前半部で同定したフィルタ係数 A を使って予測出力 g を計算

⇒ 差 g − g̃ を描く ⇒
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Approximation Coeffs. of Level = 3

従来法 ウェーブレット法

ウェーブレット法のほうが切替点がはっきりしている．
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8. 数値実験２— ARX model

8 数値実験２— ARX model

実験用システム： P = Q = 2


前半 : A := (−0.66667, 1.3333, −0.66667)T ,

B := (1.3333, −0.5)T ;

後半 : A := (−0.71429, 1.4286, −0.71429)T ,

B := (1.4286, −0.57143)T .
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8. 数値実験２— ARX model

実験用入出力：

入力 f : f [n] := 10 sin
2πtn

3
+ 3 sin

8πtn

3
+

2 cos
22πtn

3
+ sin

50πtn

3
,

(n = 1, 2, · · · , 1024, tn = 0.05n).

外乱 νin: [−1, 1] の範囲のホワイトノイズ．

出力 g = L[f + νin].

外乱 νout: [−0.25, 0.25] の範囲のホワイトノイズ．

f̃ := f + νin, g̃ := g + νout. （図 6）
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8. 数値実験２— ARX model
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0 10 20 30 40 50 60
-10

0

10

 

  ARX output with noise

f

f
∼

g

∼g

図 6：ARX model: 数値実験の入出力
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8. 数値実験２— ARX model

8.1 ノイズ除去してからの同定

ノイズ除去してから，システム同定をすると，

従来法

フィルタ 前半 後半

α[0] 0.1217 0.1263

α[1] -0.2361 -0.2457

α[2] 0.1217 0.1284

β[0] 1.7869 1.7852

β[1] -0.9332 -0.9349

実際のフィルタ ウェーブレット法

前半 後半 前半 後半

-0.6667 -0.7143 0.0479 0.0573

1.3333 1.4286 -0.0939 -0.1119

-0.6667 -0.7143 0.0523 0.0622

1.3333 1.4286 1.8525 1.8555

-0.5000 -0.5714 -0.9971 -1.0010

となり，同定できない．
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8. 数値実験２— ARX model

8.2 f̃ , g̃ からの同定

f̃ が測定可能な場合

従来法 実際のフィルタ

フィルタ 前半 後半 前半 後半

α[0] -0.6639 -0.7113 -0.6667 -0.7143

α[1] 1.2815 1.3765 1.3333 1.4286

α[2] -0.614 -0.6622 -0.6667 -0.7143

β[0] 1.2599 1.3570 1.3333 1.4286

β[1] -0.4763 -0.5327 -0.5000 -0.5714

ウェーブレット法

前半 後半

-0.6701 -0.7092

1.3412 1.4191

-0.6711 -0.7100

1.3352 1.4321

-0.5039 -0.5751

従来法では余り精度がよくない．

ウェーブレット法では，1% 程度の誤差で同定できている．
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8. 数値実験２— ARX model

前半部で同定したフィルタ係数 A を使って予測出力 g を計算

⇒ 差 g − g̃ を描く ⇒
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従来法では検出は無理だが，ウェーブレット法では可能．
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8. 数値実験２— ARX model

8.3 f と g̃ からの同定

入力を測定したあとで外乱 νin が加わった場合

従来法 実際のフィルタ

フィルタ 前半 後半 前半 後半

α[0] -0.6209 -0.6917 -0.6667 -0.7143

α[1] 0.8675 0.9682 1.3333 1.4286

α[2] -0.2169 -0.2503 -0.6667 -0.7143

β[0] 0.6905 0.7966 1.3333 1.4286

β[1] -0.2411 -0.2416 -0.5000 -0.5714

ウェーブレット法

前半 後半

-0.6664 -0.6977

1.3268 1.3856

-0.6598 -0.6873

1.3203 1.4320

-0.5012 -0.5842

従来法では α[0] 以外は大きくずれている．

ウェーブレット法では誤差が 2% 程度で同定できている．
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8. 数値実験２— ARX model

前半部で同定したフィルタ係数 A を使って予測出力 g を計算

⇒ 差 g − g̃ を描く ⇒
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ウェーブレット法ではある程度わかる．
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[Gr01] Gröchenig, K., Foundations of time-frequency analysisFoundations of time-frequency analysisFoundations of time-frequency analysis, Birkhäuser, 2001.
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1978.

[St70] Stein, E. M., Singular Integrals and Differentiability Properties of FunctionsSingular Integrals and Differentiability Properties of FunctionsSingular Integrals and Differentiability Properties of Functions,

Princeton University Press, 1970.

[SW71] Stein, E. M. - Weiss, G.,

Introduction to Fourier analysis on Euclidean spacesIntroduction to Fourier analysis on Euclidean spacesIntroduction to Fourier analysis on Euclidean spaces, Princeton Univ. Press,

1971.

[Tr67] Treves, F., Topological Vector Spaces, Distributions and KernelsTopological Vector Spaces, Distributions and KernelsTopological Vector Spaces, Distributions and Kernels, Academic

Press, New York, New York, 1967.

[Wo02] Wong, M. W., Wavelet transforms and localization operatorsWavelet transforms and localization operatorsWavelet transforms and localization operators, Operator

Theory: Advances and Applications 136, Birkhäuser, Basel, 2002.
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