
(線形代数学 I, まとめ 1, 2002 前期)

線形代数学 I まとめ 1 （連立１次方程式）

連立１次方程式の同値変形（消去法） 連立１次方程式（以下では単に方程式とだ

けいうことも多い）をシステマティックに解くための基本的アイデア（消去法）

は，次の考え方である．すなわち，

“残す方程式を決めて，他の方程式から未知数を消す”，この操作を

各未知数ごとに行なって，連立１次方程式を同値変形（解を変えな

い変形）で，徐々に “簡単”にしていく．

“ある程度”方程式が簡単になれば，それは “既に解けている（解がむき出しに

なっている）”方程式になる．

[例１]： 


x − y = −5 · · ·©1
x + z = −1 · · ·©2

3x + y + z = −2 · · ·©3
©2 + ©1 × (−1) = ©4
⇐====⇒

©3 + ©1 × (−3) = ©5




x − y = −5 · · ·©1
y + z = 4 · · ·©4

4y + z = 13 · · ·©5
©1 + ©4 = ©6
⇐====⇒

©5 + ©4 × (−4) = ©7




x + z = −1 · · ·©6
y + z = 4 · · ·©4
− 3z = −3 · · ·©7 (⇐⇒ z = 1 · · ·©7 ′)

©6 + ©7 ′ × (−1) = ©8
⇐====⇒

©4 + ©7 ′ × (−1) = ©9




x = −2 · · ·©8
y = 3 · · ·©9

z = 1 · · ·©7 ′

[例２]：



x − y = −5 · · ·©1
x + z = −1 · · ·©2

3x + y + 4z = 1 · · ·©3
©2 + ©1 × (−1) = ©4
⇐====⇒

©3 + ©1 × (−3) = ©5




x − y = −5 · · ·©1
y + z = 4 · · ·©4

4y + 4z = 16 · · ·©5
©1 + ©4 = ©6
⇐====⇒

©5 + ©4 × (−4) = ©7




x + z = −1 · · ·©6
y + z = 4 · · ·©4

0 = 0 · · ·©7 (この方程式は不要 )
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この例では，これ以上消去はできないが，実はこの方程式は既に解けている．

すなわち，z = c とおくと，x = −1− c, y = 4− c となるので，解は


x

y

z


 =



−1− c

4− c

c


 =



−1

4

0


+ c



−1

−1

1


 (c は任意 )

である．

この消去法のエッセンスを抜き出して，行列の変形の形にまとめると，より

システマチックに（より機械的に）解くことができる．そのために，行列の基

本変形を考える．

行列

A =




a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

. . .
...

am,1 am,2 . . . am,n




のように，mn 個のスカラー1を長方形の形に並べたものを，m × n 行列と呼

ぶ2．横の並びを行と呼び，上から順に第１行，第２行，. . .と呼ぶ．縦の並び

を列と呼び，左から順に第１列，第２列，. . .と呼ぶ．並んでいるスカラー１

つ１つをこの行列 A の成分と呼び，第 i 行第 j 列にある成分を (i, j) 成分と

呼ぶ．

特に，n × 1 行列を n 項列ベクトルと呼び，1× n 行列を n 項行ベクトル

と呼ぶ．

行基本変形と掃き出し 与えられた行列に対して，次の３種類の変形

1 ) 第 i 行を c 倍する．但し，c =\ 0．

2 ) 第 i 行の k倍を第 j 行に加える．(i =\ j) （第 i 行は不変で第 j 行のみ

変わることに注意）

3 ) 第 i 行と第 j 行とを入れ替える．

を行基本変形という．行基本変形にとって重要なことは，

逆の変形が又，同じタイプの基本変形であること

である．特に，１つの行を基準として， 2 )のタイプの変形を何度か繰り返す

1行列やベクトルではなく，数（実数）であるということを強調したいとき，スカラーという．
2又は，m行 n列の行列，(m, n) 型行列などとも呼ぶ．
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列の掃き出し（１つの成分を残してある列の他の成分を 0 にする，後の例３

参照）が非常に大きな働きをする．

n 個の未知数 x1, . . . , xn をもつ m 個の方程式からなる n 元 m 連立１次方

程式 


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,nxn = b2

...
...

...
...

...

am,1x1 + am,2x2 + · · ·+ am,nxn = bm

(1)

は，

A :=




a1,1 a1,2 . . . a1,n

a2,1 a2,2 . . . a2,n

...
...

. . .
...

am,1 am,2 . . . am,n


 , b :=




b1

b2

...

bm


 , x :=




x1

x2

...

xn


 (2)

とおくと，

Ax = b (3)

と表せる3．A を係数行列，b を非同次項ベクトル4（右辺のベクトル），x を

未知（数）ベクトルと呼ぶ．さらに，A と b を並べた行列 ( A b ) を拡大係数

行列と呼ぶ．

消去法において連立１次方程式 (1) を同値変形していくことは，( A b ) を

行基本変形していくことに対応する．

[例３]： 上の例１の場合で言うと，



x − y = −5
x + z = −1

3x + y + z = −2

←→ (A b ) =




1 −1 0 −5
1 0 1 −1
3 1 1 −2




(1,1) 成分を要として−−−−−−−−−−−−→
第 1 列を掃き出す




1 −1 0 −5
0 1 1 4
0 4 1 13




(2,2) 成分を要として−−−−−−−−−−−−→
第 2 列を掃き出す




1 0 1 −1
0 1 1 4
0 0 −3 −3




3m× n行列 A と n項列ベクトル x の “積” （m項列ベクトルになる）を式 (1)の左辺で定めて
いる．

4非斉次項ベクトルとも呼ぶ．
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第 3 行に−−−−−−−−→
− 1

3
をかける




1 0 1 −1
0 1 1 4
0 0 1 1




(3,3) 成分を要として−−−−−−−−−−−−→
第 3 列を掃き出す




1 0 0 −2
0 1 0 3
0 0 1 1


←→




x = −2
y = 3

z = 1

階段行列 TEXT p.16 の図のように，次の３条件を満たす行列を階段行列と呼ぶ．

1. 各行は (0 0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗) の形．(0 0 . . . 0) や (1 ∗ . . . ∗) や
(0 0 . . . 0 1) でもよい．言い換えると，すべてが 0 という行を除くと，

各行で最初の 0 でない成分は 1（ピボットという）．

2. ピボットの位置は，下へ行くほど右へずれていく．

3. ピボットについては，下だけでなく上もすべて 0.

定理 どんな行列でも，行基本変形を適当に繰り返すことで，階段行列にま

で変形できる．基本方針としては，“ピボットの 1 を作って，それを要にして

列の掃き出しをやる” という操作の繰り返しである．さらに，途中どのような

変形をたどろうとも，最終結果 (階段行列)は，元の行列 A によって１つに決

まっている．

行列 A を行基本変形で階段行列まで変形したときの，最終的な階段行列の

段の数を A の階数 (ランク)といい，r(A) または rank A と書く．

行基本変形による連立１次方程式の解法 連立１次方程式 (3)において，拡大係数

行列 ( A b ) に対して行基本変形をやって，係数行列A の部分を階段行列ま

でもっていけば，方程式が解ける（係数行列が階段行列で表される連立１次方

程式は，“既に解けている”方程式になる）．すなわち，行基本変形の繰り返

しによって

( A b ) −→ . . . −→ ( B d ) =




B1

d1

...

dr

Om−r,n

dr+1

...

dm




(4)

(
B は m× n行列で丁度 r 段の階段行列

B1 は，すべてが 0 である行を B から取り除いたもの

)
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と変形でき，dr+1 = · · · = dm = 0 のとき，かつそのときのみ，解があり，そ

の解は，階段行列 B1 の形に応じて，すぐに求まる．

[例４]： ４元４連立１次方程式


x + 2z − w = −4

3x + y + 5z = −3

x + y + z + 4w = 9

5x + 2y + 8z + w = a

, ( A b ) =




1 0 2 −1 −4

3 1 5 0 −3

1 1 1 4 9

5 2 8 1 a




を考える（ a は定数）．この拡大係数行列 ( A b ) は，行基本変形の繰り返し

（“ピボットを作って列の掃き出しをする”の繰り返し）によって

( B d ) =




1 0 2 0 −2

0 1 −1 0 3

0 0 0 1 2

0 0 0 0 a + 2




にまで変形できる．つまり，元の方程式は


x + 2z = −2

y − z = 3

w = 2

0 = a + 2

という “簡単な”方程式と同値である．従って，a =\ − 2 なら 0 = a + 2 が成

立しないので，解はない．a = −2 のときは，解は存在し，この時には，0 = 0

は当たり前の式なので無視して，残りの３つの方程式を解けばよいが，実は

既に解けている．すなわち，ピボットに対応する変数（ピボット変数という）

x, y, w は１ヶ所にしか現れず，それ以外の変数 z の値を z = c と任意に与え

るごとに，x = −2− 2c, y = 3 + c, w = 2 と解が１組定まる．こうして，

x =




x

y

z

w


 =



−2− 2c

3 + c

c

2


 =



−2

3

0

2


+ c



−2

1

1

0


 (cは任意 )

が解（のすべて）であると分かる．（パラメータが２つ以上出てくる例は，TEXT

p.24 例題 2.5 参照．）

このように，見かけは方程式が m 本あっても，本質的には rank ( A b ) 本

しかない．
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[注意]： 解があるときは，係数行列A の部分を階段行列にすれば，自動的に

( A b )全体も階段行列になる．解がないときは，そうとは限らないが，係数

行列の部分さえ階段行列にすればよい．

解があるための条件をまとめると，式 (4)において

Ax = bが解をもつ ⇐⇒ dr+1 = · · · = dm = 0 ⇐⇒ rank (A b ) = rankA

であり，解がないときには rank (A b ) = rankA + 1 となる．

[注意]： (4)において，b = 0のとき5は，必ず d = 0なので，( A b ) = ( A 0 )

ではなく，A のみを変形して，階段行列 B にすればよい．このとき，必ず

x = 0 なる解をもつ．これを自明な解と呼ぶ．

検算（連立１次方程式の解の構造） 連立１次方程式 (1)が解を持つときには，そ

の解は，(n− r)個の任意パラメータ c1, . . . , cn−r を使って，

x = x0 + c1u1 + . . . cn−run−r (c1, . . . , cn−r は任意 ) (5)

の形に表される．ただし r = rankA である．上の例４では，n = 4, r = 3,

x0 =



−2

3

0

2


, u1 =



−2

1

1

0


 である．（c1 を c と書いていた．）ここで，x0 は

Ax = b の１つの解であり，ui (i = 1, . . . , n − r) はすべて Au = 0 の解であ

るので，検算として，（自分のやった計算を見直すのみでなく，）

「x0 が Ax0 = b を満たすこと」

「u1,. . . ,un−r が Aui = 0 (i = 1, . . . , n− r)を満たすこと」

を必ず直接代入して確かめること！（ui の満たす式は，右辺が b でなく 0 で

あることに注意！）

[注意]： r = n ということも起こりうる．このときは，ui や ci はでてこない．

すなわち，解は x0 １組のみである．

[注意]： b = 0のとき, すなわち同次連立１次方程式のときには，x0 = 0 であ

る．同次連立１次方程式については

自明でない解がある ⇐⇒ パラメータ c1, . . . , cn−r が出てくる ⇐⇒ n > r

以上

5このとき，Ax = 0 なる方程式を，同次連立 1次方程式，又は，斉次連立１次方程式と呼ぶ．
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