
(線形代数学 I, まとめ 3, 2002 前期)

線形代数学 I まとめ 3 （行列式）

行列式は正方行列に対してのみ意味を持つので，以下では，出てくる行列はすべて正方行
列である．

順列 1, 2, . . . , n を並べたもの σ =
(
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
を n 次の順列という．n 次

の順列全体の集合を Pn と書く．Pn は n! 個の要素を持つ．

σ = (2 3 1 4) における {2, 1} や {3, 1} のように，順列 σ = (σ(1) . . . σ(n)) にお
いて，i < j かつ σ(i) > σ(j) となっているペア {σ(i), σ(j)} を転位という．転位数が
奇数の順列を奇順列といい，符号を sgn σ = −1 と定める．転位数が偶数の順列を偶

順列といい，符号を sgn σ = +1 と定める．n ≥ 2 なら，偶順列と奇順列は
n!

2
個ずつ

ある．

行列式 A = (ai,j) を n × n 行列とする（すなわち A の (i, j) 成分を ai,j とする）とき，

|A| = det A :=
∑
σ∈Pn

(sgn σ) a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) （n!項の和）

を A の行列式(determinant)という．（行列と行列式を混同しないように！ 行列式 |A|
は行列 A から定まる１つの実数である．）

n = 2 のときは，

∣∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣∣ := ad − bc .

n = 3 のときは，∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
:= a11a22a33 +a12a23a31 +a13a21a32−a11a23a32−a12a21a33−a13a22a31 .

これには，サラスの方法と呼ばれる記憶法があるが，4 次以上の場合には似た方法は
ないことに注意1 ．

n � 4 の場合には，上の定義を直接計算するのではなく，以下に述べる基本性質を
うまく使って計算する．当然この方法は n = 2, 3 でも使える．

基本性質１

(1) 行列 A の中に，すべてが 0 である行，またはすべてが 0 である列があれば，

|A| = 0. すなわち，

∣∣∣∣∣∣∣
∗

0 . . . 0∗

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∗

0
...

0

∗
∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(2) 三角行列の行列式は，対角成分の積．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11

Oa22

∗ . . .

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ∗a22

O
. . .

ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann.

1 n = 2 のときの式は憶えておくべきだが，n = 3 の場合の式（サラスの方法）は憶えなくてもあとでやる方
法で計算できる．
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左の形の行列を下三角行列，右の形の行列を上三角行列という．

(3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a ∗ . . . ∗
0
...

0

B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a · |B| ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 . . . 0

∗
...

∗
B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a · |B| ．

これは後で述べる「展開」と呼ばれる操作の特別な場合であり，「第 1 列に関す
る展開」（左の式），又は，「第 1 行に関する展開」（右の式）という．

基本性質２

(4) |tA| = |A|. 但し，tA は A の行を列に，列を行に並べ換えた行列で，A の転置行
列と呼ばれる．これにより，行に関する性質が１つ見つかれば，自動的に，列に
関する性質も得られる．

(5) ある行（列）を k 倍すると，行列式も k 倍になる．言い換えると，ある行（列）
に共通にある因数 k は前にくくり出せる．（行列のスカラー倍と混同しないよ
うに！）
∣∣∣∣∣∣∣

∗
kai1 · · · kain∗

∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣
∗

ai1 · · · ain∗

∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣
∗

ka1j

...

kanj

∗
∣∣∣∣∣∣∣
= k

∣∣∣∣∣∣∣
∗

a1j

...

anj

∗
∣∣∣∣∣∣∣

.

(6) ある行（列）についての足し算はばらせる．（(5) と合わせて多重線型性という．）
∣∣∣∣∣∣∣

∗
ai1 + a′

i1 · · · ain + a′
in∗

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∗

ai1 · · · ain∗

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∗

a′
i1 · · · a′

in∗

∣∣∣∣∣∣∣
. 列についても同様．

(7) 行（列）を入れ替えると，符号が変わる（− が付く）．（交代性という）∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . .

b

. . . . . . . . .

a

. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . .

a

. . . . . . . . .

b

. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 列についても同様．

特に，A が全く同じ行（列）を２つ以上持てば |A| = 0.

(8) ある行（列）の c 倍を他の行（列）に足しても行列式の値は変わらない．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . .

a

. . . . . . . . .

b

. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . . . . . . .

a

. . . . . . . . .

b + ca

. . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. 列についても同様．

特に，掃き出しを行っても行列式の値は不変．
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行列式の計算１ 上の (3), (5), (7), (8) の性質を使い，基本変形によって簡単にしながら，
サイズを小さくしていって行列式の値を計算することができる．ただし，後で述べる
「展開」も使う方がよりよい計算法といえる．（特に，文字が入っている場合など．）
例： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 3 2

2 −3 1 4

−3 2 2 −2

−1 5 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1, 1) 成分を要として

=
第 1 列の掃き出し

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 3 2

0 −1 −5 0

0 −1 11 4

0 4 8 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 1 列に関する

=
展開

1 ×

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −5 0

−1 11 4

4 8 5

∣∣∣∣∣∣∣
(1, 1) 成分を要として

=
第 1 列の掃き出し

∣∣∣∣∣∣∣
−1 −5 0

0 16 4

0 −12 5

∣∣∣∣∣∣∣
第 1 列に関する

=
展開

(−1) ×
∣∣∣∣∣

16 4

−12 5

∣∣∣∣∣
第 1 行から

=
4 をくくり出す

(−1) × 4

∣∣∣∣∣
4 1

−12 5

∣∣∣∣∣
第 1 列から

=
4 をくくり出す

−4 × 4

∣∣∣∣∣
1 1

−3 5

∣∣∣∣∣ = −16 × (5 + 3) = −128.

（ラプラス）展開 n × n行列 A = (ai,j) において，第 i行と第 j列を除いてできる (n −
1) × (n − 1)行列を Aij と書くことにする．ãij := (−1)i+j|Aij| を A の (i, j)余因子と
いう．

例 A =




1 −1 3 2

2 −3 1 4

−3 2 2 −2

−1 5 5 3


 において，ã2,3 = (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

−3 2 −2

−1 5 3

∣∣∣∣∣∣∣
= 21.

余因子を使うと，|A| を次のように表せる．これを行列式の（ラプラス）展開という．

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣
∗

ai,1 ai,2 · · · ai,n∗

∣∣∣∣∣∣∣
= ai,1ãi,1+ai,2ãi,2+· · ·+ai,nãi,n . 第 i 行に関する展開．

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∗

a1,j

a2,j

...

an,j

∗
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1,j ã1,j + a2,j ã2,j + · · · + an,j ãn,j . 第 j 列に関する展開．

特に，ある１行が１つの成分 ai,j 以外すべて 0 ならば，
∣∣∣∣∣∣∣∣

∗
0 · · · 0 ai,j 0 · · · 0

∗

∣∣∣∣∣∣∣∣
= ai,j ãi,j . 列についても全く同じである．

基本性質の (3) は，これの特別な場合 (i = j = 1の場合)である．

行列式の計算２ どの行・列でもいいから１つを掃き出し，その行・列で展開して2，サイ
ズを１つ下げる．これを繰り返すのが，もっとも効率のよい計算法である．

2 ややこしい分数がでてくる場合など，掃き出すのがややこしい場合は，無理せず，１つの行・列内で 0を増
やせるだけ増やしてから，展開すればよい．
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例： ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −1 3 2

2 −3 1 0

−3 2 2 −2

4 5 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2, 3) 成分を要として

=
第 2 行の掃き出し

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 8 3 2

0 0 1 0

−7 8 2 −2

−6 20 5 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
第 2 行に

=
関する展開

1 ×

∣∣∣∣∣∣∣
−2 8 2

−7 8 −2

−6 20 3

∣∣∣∣∣∣∣
× (−1)2+3

第 1 行から

=
2 をくくり出す

(−1) × 2

∣∣∣∣∣∣∣
−1 4 1

−7 8 −2

−6 20 3

∣∣∣∣∣∣∣
(1, 3) 成分を要として

=
第 3 列の掃き出し

−2 ×

∣∣∣∣∣∣∣
−1 4 1

−9 16 0

−3 8 0

∣∣∣∣∣∣∣
第 3 列に

=
関する展開

−2 × 1 ×
∣∣∣∣∣
−9 16

−3 8

∣∣∣∣∣ × (−1)1+3

第 1 列から

=
−3 をくくり出す

−2 × (−3)

∣∣∣∣∣
3 16

1 8

∣∣∣∣∣
第 2 列から

=
8 をくくり出す

6 × 8

∣∣∣∣∣
3 2

1 1

∣∣∣∣∣ = 48 × (3 − 2) = 48.

余因子行列 n × n行列 A = (ai,j) に対して，A の (i, j)余因子 ãi,j を (j, i)成分にもつ

n×n行列を Ãと書き，Aの余因子行列と呼ぶ．“(i, j)余因子が (j, i)成分になる”（行
番号と列番号が入れ替わっている）ことに注意．このとき，

AÃ = ÃA =




|A| O
. . .

O |A|


 = |A|In .

（特に，i =\ j なら，
n∑

l=1

ailãjl =
n∑

l=1

alj ãli = 0.）

“A が正則（逆行列をもつ）⇐⇒ |A|=\ 0” であり，このとき，A−1 =
1

|A|Ã である．

クラーメルの公式 A が n × n行列で |A|=\ 0 の時，連立１次方程式 Ax = b の解は唯１
つで，解 x = A−1b の第 i 成分 xi は次で与えられる．

xi =
|Ai|
|A| , Ai :=

i∨(
a1 . . . b . . . an

)
.

但し，A =
(
a1 . . . an

)
としている. Ai は A の第 i列ベクトル ai を b で置き換え

た行列である．

積の行列式 |AB| = |A| · |B|.

正則性の諸相 A が n× n行列の時，“連立１次方程式 Ax = 0 が x = 0 以外の解を持つ”

⇐⇒ “rankA < n” ⇐⇒ “A は正則3でない” ⇐⇒ “|A| = 0”.

言い換えると，“連立１次方程式 Ax = 0 の解は x = 0 のみ” ⇐⇒ “rankA = n”

⇐⇒ “A は正則行列” ⇐⇒ “|A|=\ 0”.

以上

3 A が正則とは，A−1 があること，すなわち AB = BA = In となる B があることであった．
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