
(線形代数学 II, まとめ 2, 2002 後期)

線形代数学 � まとめ 2 （数ベクトル空間）

n次元数ベクトル空間 R := {実数（スカラー）全体 }と書く．スカラーを縦に n個並

べたものを，「n項列ベクトル」または「n次数ベクトル」と呼ぶ．これら n次数ベ

クトル全体の集合 Rn =

{ 


x1

...

xn


 ; xi ∈ R

}
をn次元数ベクトル空間と呼ぶ．

Rn においては，和・差とスカラー倍や，零ベクトル 0, 逆ベクトルなどを考える

ことができ，教科書 p.103 の 1)–8) が成り立つ．

R3 は空間ベクトル全体と見なすことができ，点 P とその位置ベクトル
−→
OP を対

応させることで，空間そのものと見ることもできる．R2 についても同様．これか

らは,点ではなくベクトルを考えることに注意.

Rnの部分空間 Rn の部分集合 W がRn の部分空間であるとは，

(0) 0 ∈ W . ∗)

(1) a ∈ W , b ∈ W =⇒ a + b ∈ W .

(2) a ∈ W , k ∈ R =⇒ ka ∈ W .

の３条件を満たすことである．

注意： W が Rnの部分空間ならば，

“a1, . . . ,ad ∈ W, k1, . . . , kd ∈ R =⇒ k1a1 + · · · + kdad ∈ W”

例 1 1. W = {0} と W = Rn は Rn の部分空間である．

2. R2の部分空間は，次の３種類のみ． (a) W = {0}, (b) W = R2,

(c) W は，原点を通る直線（正確には，「原点を通る直線上の点の位置ベクト

ル全体」）.

3. R3の部分空間は，次の４種類のみ． (a) W = {0}, (b) W = R3,

(c) W は，原点を通る直線（上の点の位置ベクトル全体）,

(d) W は，原点を通る平面（上の点の位置ベクトル全体）.

∗) 教科書にはこの条件は明記されていない．W =\ ∅ と条件 2)から導けるからだが，この条件を表に出して
おくほうが分かりやすいだろう．
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4. k1a1 + k2a2 + · · · + krar の形のベクトルを a1, . . . , ar の１次結合という．

a1, . . . , ar の１次結合全体の集合，すなわち，W = 〈a1,a2, . . . ,ar〉 := { k1a1 +

k2a2 + · · · + krar ∈ Rn ; k1, k2, . . . , kr ∈ R } は Rn の部分空間で，「a1, . . . ,ar

により生成される部分空間」と呼ぶ．まとめ１で見た，空間における直線や平

面のパラメータ表示が，このタイプの表現となっている．

W = 〈a1, . . . ,ar〉 のとき，a1, . . . ,ar をW の生成系という．

5. W = {x ∈ Rn ; Ax = 0 } (ただし，A は m × n 行列) も部分空間になり，こ

れを「同次連立１次方程式 Ax = 0 の解空間」と呼ぶ. まとめ１で見た，空間

における直線の方程式や平面の方程式が，このタイプの表現となっている．

線形関係 ベクトル a1, . . . ,as の間の k1a1 + · · ·+ ksas = 0 の形の関係を線形関係とい

う．特に，k1 = · · · = ks = 0 の場合を自明な線形関係と呼ぶ．

次の定理が，きわめて重要である．

定理 2 (a1 . . . as) → (行基本変形の繰り返し) → (b1 . . . bs)

とすると，a1, . . . ,as が満たす線形関係と b1, . . . , bs が満たす線形関係とは，全く同

じである．

したがって，行基本変形を使って線形関係を調べることができる．

１次独立と１次従属 Rn � a1,a2, . . . ,as が１次独立であるとは，これらが，自明でな

い線形関係を持たないことである．言い換えると，

“ k1a1 + · · · + ksas = 0 =⇒ k1 = · · · = ks = 0 ”

を満たすことである．

Rn � a1,a2, . . . ,as が１次従属であるとは，１次独立でないことであり，自明で

ない線形関係を持つことである．言い換えると，

“ k1a1 + · · · + ksas = 0, (k1, . . . , ks) =\ (0, . . . , 0) となる k1, . . . , ks ∈ R がある ”

ということである．

いずれも，線形関係をすべて求めれば，すなわち，k1a1 + · · · + ksas = 0 となる

(k1, . . . , ks) をすべて求めればはっきりする．(0, . . . , 0) のみというのが１次独立で

あり，(0, . . . , 0) 以外にあるというのが１次従属である．
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• s = 1 のときは，“ a が１次従属 ⇐⇒ a = 0 ”.

• s = 2 のときは，“ a, b が１次従属 ⇐⇒ a = kb または b = ka となる k ∈ R

がある ”．このとき，a と b は平行であるといい†)，a // b と書く．

１次独立性の判定法 Rn � a1, . . . ,as とする．

定理 3 (1) 行列 (a1 . . . as) を行基本変形で階段行列 (b1 . . . bs) としたとき，

b1, . . . , bs が自明な線形関係しか持たないなら，a1, . . . ,as は１次独立である．

(2) a1, . . . ,as が１次独立 ⇐⇒ rank(a1, . . . ,as) = s.

行基本変形により，１次独立か否かも分かるし，１次従属の場合，どれを選べば１

次独立になるか，なども分かる（下の例参照）．特に，s > n ならば a1,a2, . . . ,as

は必ず１次従属である．

例 4 (TEXT p.112,例題 6.7)：R3 � a1 =




1

−1

3


 , a2 =



−2

2

−6


 , a3 =




3

3

3


 , a4 =




2

4

0


 , a5 =




2

1

3


 を考える．

(a1,a2,a3,a4,a5) =




1 −2 3 2 2

−1 2 3 4 1

3 −6 3 0 3




→ (行基本変形の繰り返し) →




1 −2 0 −1 1/2

0 0 1 1 1/2

0 0 0 0 0


 =: (b1, b2, b3, b4, b5)

となることから，b1, b2, b3, b4, b5 の間の線形関係はすぐ分かり，それからすぐに次

のことが分かる．

(1) a1,a2,a3,a4,a5 は１次従属である．（これは，実は基本変形する前から分かっ

ている．）

†) 3 次元までは，平行という言葉は，0 でないベクトルに対してのみ使っていたかもしれないが，ここで
は，a = 0 や b = 0 のときも平行と言うことに注意．
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(2) a1,a3 は１次独立である．

(3) a2 = −2a1, a4 = −a1 + a3, a5 =
1

2
a1 +

1

2
a3.

基底 W を Rn の部分空間とする．a1, . . . ,ar ∈ W が，

(1) １次独立である，

(2) W の生成系をなす，すなわち，W = 〈a1, . . . ,ar〉

を満たすとき，この a1, . . . ,ar を W の基底という．すなわち，１次独立な生成系が

基底である．上の例では，a1,a3 が W = 〈a1,a2,a3,a4,a5〉 の基底である．

次元 Rn の部分空間 W は，W =\ {0} なら必ず基底を持つ．基底は無数にあるが，基
底をなすベクトルの個数は，W のみで決まる．この数を W の次元といい，dim W

と書く．上の例で言うと，W = 〈a1,a2,a3,a4,a5〉 の基底の取り方はいろいろある
が，どうとっても，W の基底は必ず２本のベクトルからなり，dim W = 2 である．

W = {0} は基底を持たない‡)が，dim W = 0 と定める．

定理 5 (1) dim〈a1, . . . ,as〉 = rank(a1, . . . ,as).

(2) dim{x ∈ Rn ; Ax = 0 } = n − rank(A).

例 4 において，(1) により dim〈a1, . . . ,a5〉 = 2 である．空間における平面は２次

元，直線は１次元，となり，直感的な次元の意味と一致する．

(2) の形の部分空間（同次連立１次方程式の解空間）の場合，基底は方程式を実際

に解けば求まる．（次の例参照）

例 6 : W =

{
x =




x

y

z

w




∈ R4 ;




2x − 4y + z + 5w = 0

x − 2y + z + w = 0

x − 2y + 4w = 0

}
の場合，

標準的な解き方をすれば，

A =




2 −4 1 5

1 −2 1 1

1 −2 0 4


 （行基本変形）−−−−−−−−→

（途中省略）




1 −2 0 4

0 0 1 −3

0 0 0 0


 =: F

‡) 空集合 ∅ を {0} の基底と考えても良い．
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と変形できるので，解は x = c1




2

1

0

0




+ c2




−4

0

3

1




(c1, c2 は任意) である．ここに出

てくるベクトルの組




2

1

0

0




,




−4

0

3

1



が，そのまま W の基底となり，当然 dim W = 2

である．このように，基底がそのまま出てくる（無駄な表現が出てこない）ことも，

この授業でやった連立１次方程式の体系的解き方の長所の一つである．

零空間と像空間 m×n行列 A に対して K(A) := {x ∈ Rn ; Ax = 0 } をAの零空間と

いう．これは同次連立１次方程式 Ax = 0 の解空間であり，基底はこの方程式を解

けば分かる．dim K(A) = n − rank A である．

また，R(A) := {Ax ∈ Rm ; x ∈ Rn } を Aの像空間という．A = (a1 . . . an) とす

ると，R(A) = 〈a1, . . . ,an〉 である．したがって，A を行基本変形で階段行列まで変

形すれば，基底が分かる．dim R(A) = rankA である．

Rnにおける内積 a =




a1

...

an


 , b =




b1

...

bn


 ∈ Rn に対して，(a, b) = a1b1 + · · ·+ anbn を

a と b の内積という．R3やR2における内積と同様の性質を持ち，これをもとに

長さや角度を定めることができる．すなわち，||a|| :=
√

(a,a), cos θ :=
(a, b)

||a|| · ||b||
（θは aと bとのなす角）.

正規直交系 (a, b) = 0 のとき a と b は直交すると言い，a ⊥ b と書く．

a1, . . . ,ad が ai ⊥ aj (i =\ j),かつ ||aj|| = 1 (j = 1, . . . , d)をみたすとき，a1, . . . ,ad

は正規直交系をなすという．正規直交系は必ず１次独立である．

１次独立なベクトル a1, . . . ,adがあるとき，これらから次のようにして正規直交系

をつくることができる．これをシュミットの直交化法という．

• c1 := a1 とおき，b1 :=
1

||c1||c1 とおく．
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• c2 := a2 − (a2, b1)b1 とおくと，c2 ⊥ b1 となる．b2 :=
1

||c2||c2 とおく．

(a2, b1)b1 は a2 の 〈b1〉 への正射影である．

• c3 := a3 − (a3, b1)b1 − (a3, b2)b2 とおくと，c3 ⊥ b1, c3 ⊥ b2 となる．b3 :=
1

||c3||c3とおく．

. . . . . . . . .

直交補空間 Rn の部分空間 W に対して，W⊥ := {x ∈ Rn ; x ⊥ W } を W の直交補

空間という．ここで，x ⊥ W とは，W 内のすべてのベクトル y に対してx ⊥ y と

いうことである．

W = 〈a1, . . . ,ad〉 のとき，W⊥ = {x ∈ Rn ; (x,aj) = 0, j = 1, . . . , d } である．
(x,aj) = 0 (j = 1, . . . , d) は x に関する連立１次方程式であるので，これを解け

ば W⊥ の基底や次元がわかる．

dim W⊥ = n − dim W .

行列で決まる線形写像 m × n行列 A に対して，

fA : Rn � x �→ Ax ∈ Rm

なる Rn から Rm への写像 fA が決まる．これを A で決まる線形写像という．

直交行列 n次正方行列 A が tAA = AtA = In をみたすとき，A を直交行列という．

次の条件はすべて互いに同値である．

1. A が直交行列 ( ⇐⇒ A−1 = tA)

2. すべての x,y ∈ Rn に対して (Ax, Ay) = (x,y)

3. すべての x ∈ Rn に対して ||Ax|| = ||x||
4. A = (a1 . . . an) とすると a1, . . . , an は正規直交系

直交行列か否かの判定は，普通，最後の条件でやるのがいい．

以上
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